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ЗАДАЧА НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ, ОПИСЫВАЮЩАЯ  
РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ТЕ-ВОЛН  

В ПЛОСКОМ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ВОЛНОВОДЕ,  
ЗАПОЛНЕННОМ НЕЛИНЕЙНОЙ НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДОЙ1 

 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Целью работы является исследование задачи распро-

странения электромагнитных ТЕ-волн в плоском нелинейном неоднородном 
диэлектрическом волноводе. 

Материалы и методы. Применены общие методы теории краевых задач, 
метод полуобращения (сведение дифференциального уравнения к интеграль-
ному с использованием функции Грина), принцип сжимающих отображений, 
метод малого параметра. 

Результаты. Получено дисперсионное уравнение. Доказано существова-
ние собственных значений – корней дисперсионного уравнения (постоянных 
распространения) и указаны области их локализации. Представлены числен-
ные результаты (графики дисперсионных кривых и собственных функций ис-
следуемой задачи). 

Выводы. Полученные результаты могут быть использованы при изучении 
задачи распространения связанных поляризованных волн. 

Ключевые слова: неоднородный нелинейный плоский волновод, задача на 
собственные значения, функция Грина, постоянная распространения, диспер-
сионное уравнение. 
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EIGENVALUE PROBLEM THAT DESCRIBES  
ELECTROMAGNETIC TE-WAVE PROPAGATION  

IN A PLANE DIELECTRIC WAVEGUIDE  
WITH NONLINEAR INHOMOGENEOUS MEDIA 

 
Abstract. 
Background. The aim of this work is to study the problem of electromagnetic 

TE- waves propagation in a plane nonlinear inhomogeneous dielectric waveguide. 
Materials and methods. The author used general methods of the theory of 

boundary value problems, the semi-conversion method (reduction of the differential 
equation to the integral equation using the Green's function), the contracting map-
ping method. 

Results. The researcher has obtained a dispersion equation and proved existence 
of dispersion equation’s roots (propagation constants). The regions of localization of 
the propagation constants have been found. Numerical results (graphics of disper-
sion curves and eigenfunctions of the problem) have been presented. 

Conclusions. The obtained results can be used in the study of the problem of 
coupled electromagnetic waves propagation. 
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Введение 

Задачи распространения поверхностных электромагнитных волн в не-
линейных средах активно исследуются в течение последних десятилетий. 
При этом рассматриваются задачи с разными геометриями, типами нелиней-
ностей, типами электромагнитных волн (ТЕ- и ТМ-волны) и т.д. 

Задачи распространения плоских монохроматических поляризованных 
волн в слоистых средах (см., например, [1, 2]) представляют собой задачи со-
пряжения на собственные значения. Такие задачи сводятся к отысканию зна-
чений спектрального параметра, при которых волна может распространяться. 

Распространение поверхностных ТЕ-волн в нелинейных средах изуча-
ется в [1–7]; ТМ-волн в [1, 2, 4, 8–10]. В упомянутых работах представлены 
различные методы как аналитические, так и численные, позволяющие иссле-
довать указанные задачи электродинамики. К методам изучения задач рас-
пространения электромагнитных волн в нелинейных средах можно отнести, 
например, метод интегральных дисперсионных уравнений [2, 5–9] и метод 
задачи Коши [3, 10]. Метод задачи Коши является эффективным численным 
методом, который позволяет проводить расчеты для весьма широкого класса 
нелинейностей. 

1. Электродинамическая постановка задачи 

Изучим задачу о распространении монохроматической ТЕ-поляри-
зованной электромагнитной волны вдоль поверхности плоского диэлектриче-
ского волновода  

= {( , , ) : 0 , , },x y z x h y zΣ ≤ ≤ −∞ < < +∞  

расположенного между двумя полупространствами 0x <  и x h>  в декар-
товой системе координат Oxyz . Полупространства заполнены изотропной 

немагнитной средой без источников и имеют постоянные диэлектрические 
проницаемости 0 1 0ε ε ≥ ε  и 0 3 0ε ε ≥ ε  соответственно ( 0ε  – диэлектрическая 

проницаемость вакуума). Без потери общности можно считать, что 

1 3 0ε ≥ ε > . Считаем, что всюду 0=μ μ  – магнитная проницаемость вакуума. 

Монохроматическая ТЕ-поляризованная волна имеет вид  

 = (0, ,0) , = ( ,0, ) ,i t i t T i t i t T
y x ze e E e e H H− ω − ω − ω − ωE H   (1) 

где E , H  – комплексные амплитуды, а компоненты определяются 
следующим образом:  

 E ( ) , H ( ) , H ( ) ,i z i z i z
y y x x z zE x e H x e H x eγ γ γ≡ ≡ ≡   (2) 

где γ  – неизвестный действительный спектральный параметр (постоянная 

распространения электромагнитной волны). 
Волновод заполнен неоднородной средой, диэлектрическая прони-

цаемость ε  которой выражается формулой 2
0 2( ( ) | | )xε ≡ ε ε + α E , где 
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2( ) [0, ]x C hε ∈ , α  – вещественная положительная постоянная (коэффициент 

нелинейности). 
Комплексные амплитуды (1) удовлетворяют системе уравнений 

Максвелла в гармоническом режиме  

 0rot = , rot = ,i i− ωε ωμH E E H   (3) 

условию непрерывности касательных компонент поля на границе раздела 
сред = 0x , =x h  и условию излучения на бесконечности: электромагнитное 
поле экспоненциально убывает при | |x →∞  в областях < 0x , >x h . 

Требуется определить вещественные положительные значения 
спектрального параметра ,γ  для которых существуют нетривиальные вектор-

функции E , H  с компонентами вида (2), удовлетворяющие уравнениям (3) и 
указанным выше условиям. 

2. Нелинейная задача типа Штурма – Лиувилля 

Сформулированная в предыдущем пункте проблема о распространении 
волн сводится к задаче типа Штурма – Лиувилля для уравнения  

 2 2
2( ) = ( ( ) ( )) ( ), [0, ],u x x u x u x x h′′ − ε − γ + α ∈   (4) 

с краевыми условиями третьего рода 

 1 3(0) (0) = 0, ( ) ( ) = 0,k u u k u h u h′ ′− +   (5) 

где 2
1 1=k γ − ε , 2

3 3=k γ − ε , 2 [0, ]C hε ∈ , > 0α  – постоянный множитель,  

 1 2[0, ) (0, ),u C h C h∈ ∩   (6) 

величина (0) 0u ≠  считается фиксированной (без потери общности (0) > 0u ). 

Определение. Число ˆγ = γ  такое, что для фиксированного значения 

(0) > 0u  существует не равная тождественно нулю функция ˆ( ; )u u x≡ γ , 

которая удовлетворяет задаче (4)–(6), будем называть собственным 
значением рассматриваемой задачи о распространении волн, а 
соответствующую ему функцию ˆ( ; )u x γ  – собственной функцией. 

Задача Pα : исследовать разрешимость задачи (4)–(6). 

Кроме того, будем рассматривать и задачу 0P , которая соответствует 

задаче (4)–(6) при = 0α . 
Замечание 1. Собственное значение γ  зависит от значения 

собственной функции на одной из границ волновода, в рассматриваемом 
случае от (0)u . Это является важным отличием рассматриваемой задачи от 

классической задачи Штурма – Лиувилля.  
Покажем, что исходная задача о распространении волн сводится  

к задаче Pα . Действительно, подставляя компоненты (2) в систему (3), 

получим уравнение  

2 2
0E ( )E = 0,y yk′′ + ε − γ  
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где 2 2
0 0 0:=k ω μ ε , а 

0
H = Ex y

γ−
ωμ

, 
0

H = Ez y
i ′−

ωμ
. Выполним нормировку 

этого уравнения в соответствии с формулами 0=x k x , 0=
d d

k
dx dx

, 
0

=
k

γγ , 

обозначив ( ) := E ( )yu x x   и опуская значок тильды, получаем [2]:  

 2( ) = ( ) ( ),u x u x′′ γ − ε   (7) 

где ε  определяется в зависимости от области (см. предыдущий пункт). 
В полупространствах < 0x  и >x h  имеем 1=ε ε  и 3=ε ε  соотвест-

венно, тогда, принимая во внимание условие затухания поля на бесконеч-
ности, получаем решение уравнения (7) в форме  

 

2
1

2 ( )3

, < 0
( ) =

, > .

k x

k x h

Ae x
u x

Be x h
− −







  (8) 

Из формул (8) легко видеть, что для γ  справедливо неравенство 
2

1 3> max{ , }γ ε ε . Постоянная A  в (8) определяется начальным условием: 

(0) =u A . Для определения постоянной B  используются условия непрерыв-

ности касательных компонент электромагнитного поля, которые в рассмат-
риваемом случае имеют вид  

 =0 = =0 =[ ] | = [ ] | = [ ] | = [ ] | = 0,x x h x x hu u u u′ ′   (9) 

где = 0 0 00 0

[ ] | = ( ) ( )lim limx x
x x x x

f f x f x
→ − → +

− . 

Принимая во внимание решения системы (8) и используя условия (9), 
получаем условия (5). Очевидно, что внутри слоя Σ  уравнение (7) принимает 
вид (4). 

3. Нелинейное интегральное уравнение 

Для изучения задачи Pα  используем метод полуобращения (с помощью 

функции Грина) линейной части дифференциального оператора в уравнении (4). 

Обозначим 2:=λ γ . Рассмотрим линейное уравнение  

 = 0,uL   (10) 

где L  действует из 2[0, ]C h  в [0, ]C h  по формуле 2( ( ) )u u x u′′→ + ε −λ ; тогда 

уравнение (4) принимает вид  

3=u u−αL . 

В дальнейшем нам понадобится функция Грина следующей краевой 
задачи [11]: 

 ( , ) = ( )G x s x s−δ −L   (11) 
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с условиями =0( , ) | = 0x xG x s∂ , =( , ) | = 0x x hG x s∂ . В силу классических 

результатов теории обыкновенных дифференциальных уравнений такая 
функция Грина существует. 

Для дальнейших рассмотрений удобно ввести следующие обозна-
чения: 

0 0
(0,0) : lim (0, ), ( ,0) : lim ( , ),

s s
G G s G h G h s

→ →
= =  

 (0, ) : lim (0, ), ( , ) : lim ( , ).
s h s h

G h G s G h h G h s
→ →

= =   (12) 

Используя вторую формулу Грина и (11), получаем  

 

0

( ) = ( ) ( , ) (0) (0, ).
h

G u u G dx u h G h s u G s′ ′− − L L   (13) 

Теперь, используя условия (5), преобразуем (13): 

 3 1

0

( ) = ( ) ( , ) (0) (0, ).
h

G u u G dx k u h G h s k u G s− − − L L   (14) 

Имея в виду, что 3=u u−αL  (см. (4) и (10)), и используя (11) и (14), 
получаем соотношение  

 3
3 1

0

( ) = ( , ) ( ) ( ) ( , ) (0) (0, ).
h

u s G x s u x dx k u h G h s k u G sα − −   (15) 

Используя (15), получаем  

 3
3 1

0

( ) = ( , ) ( ) ( ) ( , ) (0) (0, ),
h

u h G x h u x dx k u h G h h k u G hα − −   (16) 

откуда находим  

31

3 30

(0) (0, ) ( , )
( ) = ( ) .

1 ( , ) 1 ( , )

h
k u G h G x h

u h u x dx
k G h h k G h h

− + α
+ +  

Подставляя полученное значение ( )u h  в уравнение (15), получаем 

интегральное представление решения ( )u s  уравнения (4) в операторной 

форме  

 ( ) = ( ) ( ),u s u f sα +F   (17) 

где оператор F  действует из [0, ]C h  в [0, ]C h , а его действие определено 

формулой  

3
3

30

( , ) ( , )
( , ) ( ) ,

1 ( , )

h
G h s G x h

u G x s k u x dx
k G h h

 
→ − + 
  
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а  

3
1

3

[ ( , ) (0, ) ( , ) (0, )] (0, )
( ) := (0).

1 ( , )

k G h s G h G h h G s G s
f s k u

k G h h

− −
+

 

Поскольку функция Грина (11) зависит от параметра λ , то и представ-
ление (17) также зависит от этого параметра. Обозначим ∗Λ  – объединение 

множества собственных значений задачи (11) и множества тех точек λ ,  
в которых выражение 31 ( , ; )k G h h+ λ  обращается в нуль. Представление (17) 

корректно определено для всех значений параметра ∗λ∉Λ . В дальнейшем 

всегда считаем, что ∗λ∉Λ . 

Если (0) = > 0u A  известно и u  удовлетворяет условиям (6), то формула 

(17) при [0, ]x h∈  представляет собой нелинейное интегральное уравнение, 

эквивалентное задаче (4)–(6). 
Подставляя = 0s  в (15), получаем дисперсионное уравнение в форме  

 ( ) = ( ),Ag λ αΦ λ   (18) 

где  

 1 3 1 3( ) = 1 (0,0) ( , ) [ ( ,0) (0, ) ( , ) (0,0)],g k G k G h h k k G h G h G h h Gλ + + − −   (19) 

 [ ] 3
3 3

0

( ) = (1 ( , )) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( ) .
h

k G h h G x k G h G x h u x dxΦ λ + −   (20) 

4. Исследование нелинейного интегрального уравнения 

Пусть Λ  есть некоторый отрезок вещественной числовой оси. Из 
предыдущего ясно, что ядро, обозначим его ( , ; )G G x s∗ ∗≡ λ , оператора F   

в уравнении (17) является непрерывной при ( , , ) [0, ] [0, ] ( \ )x s h h ∗λ ∈ × × Λ Λ  

функцией. 
Как известно [12], линейный интегральный оператор  

0

= ( , ) ( )
h

u G x s u x dx∗ ∗G , 

действующий из [0, ]C h  в [0, ]C h , является непрерывным и ограниченным  

в [0, ]C h . Так как нелинейный оператор 3: u u→B  ограничен и непрерывен  

в пространстве [0, ]C h , то нелинейный оператор (= )∗ ⋅F G B  является вполне 

непрерывным на каждом ограниченном в [0, ]C h  множестве. 

В последующих рассуждениях понадобится вспомогательное 
кубическое уравнение  

 3 = ,r f r∗α +G   (21) 

где норма оператора (> 0)∗G  определяется формулой  
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[0, ]
0

= max | ( , ) |
h

s h
G x s dx∗ ∗

∈ G , а 
[0, ]

= max | ( ) |
s h

f f s
∈

. 

Как известно [12], если  

 
2

0 < ,
3 3

f
∗

≤
α G

  (22) 

то уравнение (21) имеет два неотрицательных корня *r , *r  таких, что  

*
*

1 1
0 < < ;

3
r r

∗ ∗
≤ ≤

α αG G
 

при этом если = 0f , то * = 0r , * 1
=r

∗α G
; если 

2
=

3 3
f

∗α G
, то 

*
*

1
= =

3
r r

∗α G
. 

Простым следствием указанного результата является следующее 
утверждение.  

Утверждение 1. Если выполняется условие (22), то уравнение (17) 

имеет по крайней мере одно решение u , причем *u r≤ .  

Доказательство. Рассмотрим уравнение (17). Правая часть W   
этого уравнения определяет вполне непрерывный в пространстве [0, ]C h  

оператор. Легко видеть, что указанный оператор переводит шар 
* *= { [0, ] : }S u C h u r∈ ≤  в себя. Действительно, пусть *u S∈ , тогда, 

используя формулы (17), (21), (22), получим оценку  

 3 * 3 *( ) ( ) = .u u f r f r∗ ∗≤ α ⋅ + ≤ α +W G G   (23)  

Полученная оценка и означает, что * *S S⊂W .  
Кроме того, справедливы следующие теоремы.  

Теорема 1. Если 2
0<α α , где 0

2
=

3 3f ∗
α

G
, то уравнение (17) 

имеет единственное решение [0, ]u C h∈  и верна оценка *u r≤ .  

Доказательство. Пусть * *= { [0, ] : }u S u C h u r∈ ∈ ≤ , тогда верна 

оценка  

 3 3
* *( ) = ,u u f r f r∗ ∗≤ α ⋅ + ≤ α +W G G   (24) 

где W  есть правая часть уравнения (17). 
Если 1 2 *,u u S∈ , то, используя принцип сжимающих отображений, 

получаем  
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1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) =u u u u− = α −W W F F  

 3 3 2
1 2 * 1 2

0

= ( , )( ( ) ( )) 3 .
h

G x s u x u x dx r u u∗ ∗α − ≤ α − G   (25) 

Так как 2
0<α α , то ( )f s  удовлетворяет условию (22), следовательно, 

выполняется условие *
1

<
3

r
∗α G

. Учитывая принцип сжимающих 

отображений, получаем, что 2
*3 < 1r∗α G , следовательно W  отображает 

шар *S  в себя и является сжимающим оператором в *S , и, значит, уравнение 

(17) имеет единственное решение в *S .  

Теорема 2. Пусть для уравнения (17) выполняется условие (22) и пусть 
также 0( , ; ) ([0, ] [0, ] )G x s C h h∗ λ ∈ × ×Λ , где 0Λ  – некоторый отрезок 

вещественной числовой оси. Тогда существует и единственно решение 

0( ; ) ([0, ] )u x C hλ ∈ ×Λ  уравнения (17).  

Доказательство. При выполнении условия (22) теорема 1 гарантирует 
существование единственного решения ( ; )u u s≡ λ  уравнения (17). Докажем 

непрерывную зависимость этого решения от параметра λ . 
Ясно, что * *( )r r≡ λ  непрерывно зависит от 0λ∈Λ  (как корень 

алгебраического уравнения, коэффициенты которого непрерывно зависят от 

0λ∈Λ ). Пусть 0 *
0

= max ( )r r
λ∈Λ

λ  и максимум достигается в точке 0λ : 

* 0 0( ) =r rλ . 

Далее пусть 2
*

0

= (3 ( ) ( ) )maxQ r ∗
λ∈Λ

λ λG  и максисмум достигается в точке 

1 0λ ∈Λ . Тогда 2
* 1 1= 3 ( ) ( )Q r ∗λ λG  и < 1Q . 

Предположим сначала, что ( ) ( )u uλ ≥ λ + Δλ . Тогда имеют место 

следующие оценки: 

( ; ) ( ; )u s u sλ + Δλ − λ ≤  

3

0

( , ; ) ( , ; ) | ( ; ) |
h

G x s G x s u x dx∗ ∗≤ λ + Δλ − λ ⋅ λ + Δλ +  

3 3

0

( , ; ) | ( ; ) ( ; ) | | ( ; ) ( ; ) |
h

G x s u x u x dx f s f s∗+ λ ⋅ λ + Δλ − λ + λ + Δλ − λ ≤  

3
0 ( ) ( )r ∗ ∗≤ λ + Δλ − λ +G G  

 2
*3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ; ) ( ; ) .r u u f s f s∗+ λ λ + Δλ − λ ⋅ λ + λ + Δλ − λG   (26) 
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Отсюда получаем, что  

( ; ) ( ; )u s u sλ + Δλ − λ ≤  

 
3
0 ( ) ( ) ( ; ) ( ; )

,
1

r f s f s

Q
∗ ∗λ + Δλ − λ + λ + Δλ − λ

≤
−

G G
  (27) 

где 0,Q r  не зависят от параметра λ . 

Пусть теперь ( ; ) ( ; )u s u sλ + Δλ ≥ λ . Тогда все предыдущие оценки 

остаются в силе, если заменить аргументы λ  на λ + Δλ , а λ + Δλ  на λ . При 
этом оценка (27) также остается в силе.  

5. Исследование дисперсионного уравнения 

Рассмотрим дисперсионное уравнение (18). Нули функции 
( ) ( ) ( )AgΔ λ ≡ λ −αΦ λ  – это значения λ , для которых существует 

нетривиальное решение задачи P . 
Для доказательства существования решений (нелинейной) задачи P  

будет использоваться метод малого параметра, и поэтому сначала 
необходимо рассмотреть вопрос о существовании решений линейной задачи, 
т.е. задачи P  при = 0α . Поскольку из физических соображений известно, 
что для керровской среды коэффициент нелинейности α  мал, то применение 
метода малого параметра в рассматриваемой задаче полностью обосновано 
(не исключено, однако, что могут возникать решения, которые не могут быть 
описаны с помощью теории возмущений, см., например, [7]). 

В недавней работе [1] получены результаты о разрешимости некоторых 
линейных задач электродинамики плоских волноведущих структур, и, в 
частности, доказана разрешимость рассматриваемой нами линейной задачи. 
Приведем здесь для удобства читателя необходимые формулировки и 
результаты. 

Рассмотрим вспомогательную краевую задачу  

 2 =0 =( ) = , | = 0, | = 0.' '
n n n n n x n x hx′′ϕ + ε ϕ λ ϕ ϕ ϕ   (28) 

Пусть ( , ( ))i i xλ ϕ  – полная система ортонормированных собственных 

чисел и собственных функций задачи (28). Известно, что все собственные 
значения вещественные и простые (кратности 1). При этом существует  
лишь конечное число (или не существует вовсе) положительных собственных 
значений, и бесконечное число отрицательных, и iλ → −∞  при  

n →∞ . Упорядочим собственные значения в порядке убывания 

1 2 1< < < < <n n−λ λ λ λ  . Доказано [1], что между каждыми двумя 

собственными значениями 1i+λ  и iλ , 1i ≥ , лежит по крайней мере одно 

собственное значение i
∗λ  задачи 0P . Причем из результатов работы [1] 

следует, что по крайней мере одно собственное значение, будем обозначать 

его iλ , задачи 0P , лежащее между каждыми двумя собственными 

значениями 1i+λ  и iλ , 1i ≥ , имеет нечетную кратность. 
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Принимая во внимание предыдущий параграф, можно сформулировать 
следующее утверждение.  

Утверждение 2. Пусть задача (28) имеет 1k +  ( 1)k ≥  собственных 

значений iλ  таких, что 1 3 1 2 1max( , ) < < < < <k k+ε ε λ λ λ λ , тогда задача 0P  

имеет по крайней мере k  собственных значений iλ  таких, что 

1 3 1 1 2 2 1max( , ) < < < < < < <k k k+ε ε λ λ λ λ λ λ < λ   , причем iλ  имеет 

нечетную кратность для всякого = 1,i k .  
Теперь можно показать, что существуют решения уравнения ( ) = 0Δ λ . 

Разрешимость задачи P  устанавливает следующая теорема.  
Теорема 3. Пусть существует 1k ≥  собственных значений задачи 0P , 

имеющих нечетные кратности. Тогда существует число 0 > 0α  такое, что для 

всякого 0α ≤ α  существует по крайней мере k  значений ˆ iγ , = 1, ,i k  таких, 

что задача P  имеет нетривиальное решение, причем ( )2ˆ ,i i i i iγ ∈ λ − δ λ + δ  , где 

iδ  – достаточно малые фиксированные числа.  

Доказательство. Пусть существует 1k ≥  собственных значений iλ  

( = 1, )i k  задачи 0P , имеющих нечетные кратности и таких, что 

1 3 1 2 1max( , ) < < < < k k−ε ε λ λ λ < λ    . 

Ясно, что указанные собственные значения iλ  являются корнями 

уравнения ( ) = 0g λ , где g  задана формулой (19). Заметим, что iλ = λ  не 

являются нулями выражения 31 ( , ; )k G h h+ λ . Также ясно, что iλ  не являются 

собственными значениями оператора L  (см. (11)), а следовательно, не 
являются и полюсами функции Грина задачи (11). 

Поскольку всякое iλ  имеет нечетную кратность, то функция ( )g λ  

меняет знак при переходе через iλ . Теперь выберем достаточно малые числа 

> 0iδ  ( = 1, )i k  так, чтобы выполнялись два условия: 

1) на объединении =1= k
i iΛ ∪ Λ  отрезков : [ , ]i i i i iΛ = λ − δ λ + δ   функция 

Грина ( , ; )G x s λ  существует и непрерывна, а выражение 31 ( , ; )k G h h+ λ  не 

обращается в нуль. Другими словами, мы выбираем iδ  таким образом, чтобы 

ядро G∗  оператора F  в уравнении (17) было непрерывно на замкнутом 

множестве Λ . Такие iδ  всегда существут в силу вышеизложенного;  

2) ( ) ( ) 0i i i ig gλ − δ ⋅ λ + δ <  . 

Рассмотрим дисперсионное уравнение ( ) = 0.Δ λ  Ясно, что функция 

( )g λ  непрерывна и меняет знак при изменении λ  от i iλ − δ  до i iλ + δ . 

Поскольку величина ( )Φ λ  ограничена при iλ∈Λ , то отсюда ясно, что  

за счет выбора α  всегда можно добиться того, что уравнение ( ) = 0Δ λ   

будет иметь по крайней мере k  корней ˆ
iλ , причем ˆ ( , )i i i i iλ ∈ λ − δ λ + δ , где 

= 1,i k . 
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Проведем соответствующие оценки. Ядро ( , ; )G x s∗ λ  оператора F   

в уравнении (17) существует и непрерывно для всех λ∈Λ . Также ясно, что 
функция  

 
2

( ) =
3 ( ) 3 ( )kf G

∗α λ
λ λ

  (29) 

является непрерывной функцией при λ∈Λ . Пусть 1 = min ( )∗
λ∈Λ

α α λ  и пусть 

2
1<α α . 

В соответствии с теоремой 1 существует единственное решение 
( ; )u u x≡ λ  уравнения (17) для всякого λ∈Λ . Это решение является 

непрерывной функцией и * *= ( )u r r≤ λ . Пусть max *= max ( )r r
λ∈Λ

λ . Оценивая 

( )Φ λ , получим 3
max( ) CrΦ λ ≤ , где C  есть некоторая постоянная, не 

зависящая от λ . 
Функция ( )g λ  непрерывна и уравнение ( ) = 0g λ  внутри отрезка iΛ  

имеет по крайней мере один корень iλ . Обозначим  

1
0

= min (0) ( ) ,i i
i k

M u g
≤ ≤

λ − δ
 

2
0

= min (0) ( )i i
i k

M u g
≤ ≤

λ + δ . 

Тогда величина 1 2= min( , )M M M  положительна и не зависит от α . 

Если 
3
max

M

Cr
α ≤ , тогда  

 ( ) ( )(0) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) 0i i i i i i i iu g u gλ − δ − αΦ λ − δ ⋅ λ + δ − αΦ λ + δ <    .  (30) 

Поскольку (0) ( ) ( )u g λ −αΦ λ  является непрерывной функцией, 

следовательно, уравнение (0) ( ) ( ) = 0u g λ −αΦ λ  имеет корень ˆ
iλ  внутри iΛ . 

Мы можем выбрать 

2
0 1 3

max

= min ,
M

Cr

  α α 
  

. 

Собственные значения ˆ iγ  задачи P  определяются из уравнения 
2 ˆˆ i iγ = λ , = 1,i k .  

Из теоремы 3 следует, что при условиях, сформулированных выше, 
существуют осесимметричные распространяющиеся ТЕ-поляризованные 
волны без затухания в цилиндрических диэлектрических волноводах 
кругового сечения, заполненных немагнитной, изотропной неоднородной 
средой с нелинейностью, выраженной законом Керра. 

6. Численные результаты 

Дисперсионные кривые (рис. 1–4) рассчитаны с помощью метода 
задачи Коши [3, 10]. 
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Рис. 1. Дисперсионные кривые. Диэлектрическая проницаемость в слое  

имеет вид 2
2= | |uε ε + α , где 2 = 4ε . Закрашенные кружки соответствуют  

линейному случаю ( = 0α ), незакрашенные – нелинейному случаю ( = 0,001α ).  
Вертикальный отрезок = 8,5h  соответствует выбранной толщине слоя;  
точки пересечения этого отрезка с дисперсионными кривыми являются  
собственными значениями. В рассматриваемом случае в линейной задаче  
существует пять собственных значений ( ,1γ =1 231 , 2 ,540γ =1 , 3 ,75γ =1 1 ,  

4 ,893γ =1 , 5 ,973γ =1 ); в нелинейной задаче на рисунке видны семь  

собственных значений ( ˆ , 271γ =1 2 , 2ˆ ,543γ =1 , 3ˆ ,753γ =1 ,  

4ˆ ,889γ =1 , 5ˆ 2,006γ = , 6ˆ 2,088γ = , 7ˆ 3,114γ = ) 

 

 

Рис. 2. Собственные функции линейной (сплошная кривая) и нелинейной задач  
для некоторых из собственных значений, указанных на рис. 1.  

Сплошная кривая соответствует 5 ,973γ =1 , ближайшая к сплошной кривая  

соответствует 5ˆ 2,006γ = , оставшаяся кривая соответствует
 6ˆ 2,088γ =  
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Рис. 3. Собственная функция нелинейной задачи для 7ˆ 3,114γ =  (см. рис. 1) 

 

 

Рис. 4. Дисперсионные кривые. Диэлектрическая проницаемость в слое имеет вид  
2

2= | |x uε ε + + α , где 2 = 4ε . Закрашенные кружки соответствуют линейному  

случаю ( = 0α ), незакрашенные – нелинейному случаю ( = 0,001α ). Вертикальный  
отрезок = 5h  соответствует выбранной толщине слоя; точки пересечения  

этого отрезка с дисперсионными кривыми являются собственными значениями.  
В рассматриваемом случае в линейной задаче существует четыре собственных  
значения ( 1 ,442γ =1 , 2 ,941γ =1 , 3 2,299γ = , 4 2,651γ = ); в нелинейной задаче  

на рисунке видны четыре собственных значения  
( ˆ ,4141γ =1 , 2ˆ ,945γ =1 , 3ˆ 2,345γ = , 4ˆ 2,800γ = ) 
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В качестве начального условия было выбрано значение постоянной 
= 2A , см. формулу (8). Диэлектрические проницаемости при < 0x  и >x h  

равны 1 3= = 1ε ε , коэффициент нелинейности равен = 0,001α . 

Горизонтальная ось на рис. 1 и 4 соответствует толщине слоя h ; 
вертикальная ось соответствует параметру γ . 

Для некоторых собственных значений, указанных на рис. 1 и 4, 
построены собственные функции (рис. 2, 3, 5 и 6). 

 

 

Рис. 5. Собственные функции линейной (сплошная кривая) и нелинейной задач  
для некоторых из собственных значений, указанных на рис. 4. Сплошная кривая  

соответствует 3 2,299γ = , оставшаяся кривая соответствует
 3ˆ 2,345γ =  

 

 

Рис. 6. Собственная функция нелинейной задачи для 4ˆ 2,800γ =  (см. рис. 4) 
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